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inq polyèdres platoni
iensR. Brouzet15 juin 20041 A
tivité préparatoire : un peu de géométrie plane1 Somme des angles d'un triangleLa somme des angles d'un triangle vaut un angle plat 
'est-à-dire a unemesure de 180 degrés ou π radians. Redémontrer 
ette propriété 
onnue depuisle 
ollège. Quelle propriété fondamentale de la géométrie eu
lidienne utilise-t-on ?2 Somme des angles d'un polygone 
onvexeUn polygone est une ligne polygonale fermée (ligne brisée). Chaque segment
omposant la ligne polygonale est appelé un 
�té et 
ha
une de leurs extrémitésun sommet. Un polygone est dit 
onvexe si pour 
ha
un de ses 
�tés c, lepolygone est entièrement 
ontenu dans l'un des deux demi-plans délimités parla droite dé�nie par le 
�té c. Un polygone 
onvexe est dit régulier si tous ses
�tés ont la même longueur et tous ses angles ont la même mesure.a) Dessiner quelques polygones, des 
onvexes et des non-
onvexes.b)Montrer que pour tout entier n ≥ 3, il existe un polygone régulierayant n 
�tés.
)Etablir pour un polygone 
onvexe une formule donnant la somme detous ses angles aux sommets en fon
tion du nombre de sommets (utiliser l'ex-er
i
e pré
édent).2 Un peu de géométrie sphérique3 La sphèreSoit S une sphère de l'espa
e eu
lidien de dimension 3 
'est-à-dire l'ensem-ble des points de l'espa
e, équidistants d'un point �xe O appelé le 
entre de lasphère. La distan
e 
ommune entre le point O et un point quel
onque de S estappelé le rayon R de la sphère. Un grand 
er
le de la sphère est l'interse
tion



2 Polyèdres : la formule d'Eulerd'un plan passant par son 
entre O ave
 la sphère ; si un plan 
oupe la sphèremais ne passe pas par O son interse
tion est appelé un petit 
er
le.a) Si on assimile la surfa
e de la Terre à une sphère, donner des exemplesde grands 
er
les et de petits 
er
les remarquables.b) Montrer que par deux points distin
ts de la sphère S il passe ungrand 
er
le et que 
elui-
i est unique pourvu que les deux points ne soientpas diamétralement opposés. Quelle propriété de géométrie plane évoque 
ettepropriété de géométrie sphérique ?
) Quelle propriété fondamentale de la géométrie plane n'est en revan
hepas respe
tée par les grands 
er
les de la sphère si on suit l'analogie dégagéedans la question pré
édente ?On appelle polygone sphérique une ligne fermée formée d'ar
s de grands
er
les (ou indi�éremment la portion de la sphère délimitée par 
ette ligne) ;en parti
ulier, un triangle sphérique est formé de trois ar
s de grands 
er
les.En�n deux grands 
er
les distin
ts se 
oupent en deux points diamétralementopposés A et A′ (pourquoi ?) ; ils divisent la sphère en quatre régions appeléesfuseaux.d) Dé�nir 
e qu'on peut appeler angles d'un triangle sphérique ou d'unfuseau.e) Dessiner des triangles sphériques et des fuseaux. Que rappelle 
edernier mot ?4 La formule de Girarda) Rappeler la formule donnant l'aire d'une sphère de rayon R.b) En déduire l'aire d'un fuseau en fon
tion de son angle.
) Si T est un triangle sphérique d'angles α, β et γ, montrer que son aireest donnée par : Aire(T ) = α + β + γ − π(indi
ation : si D est la demi-sphère 
ontenant T et déterminée par le grand 
er
leopposé à l'angle α, dé
ouper D en quatre régions dont l'une est T .)d) Commentaires.3 Polyèdres : la formule d'EulerUn polyèdre est l'analogue tridimensionnel d'un polygone... Si on a unnombre �ni de points A1, · · · , An qui ne sont pas tous situés dans un mêmeplan, on peut dé�nir le polyèdre 
onvexe de sommets A1, · · · , An 
omme étantle plus petit ensemble 
onvexe 
ontenant 
es points. Un tel polyèdre est limitépar des fa
es, lesquelles sont limitées par des arêtes, elles-mêmes limitées parles sommets. Nous nous en tiendrons à 
ette idée intuitive 
ar il n'est pas trèsaisé de dé�nir rigoureusement tout 
ela...



35 Exemples de polyèdres 
onvexesDonner des exemples de polyèdres 
onvexes et les dessiner.6 La formule d'Eulera) Montrer que pour tout polyèdre 
onvexe, les nombres S de sommets,
A d'arêtes et F de fa
es véri�ent la relation

S − A + F = 2(indi
ation : �gon�er� le polyèdre pour obtenir une sphère et 
al
uler de deux manièresdi�érentes la somme de tous les angles de tous les polygones sphériques obtenus...)b) Contempler le résultat !
) Montrer que la 
onvexité est essentielle en trouvant un polyèdre non
onvexe (on n'en a pas donné de dé�nition mais on peut se laisser guider parl'intuition) pour lesquels les nombres S, A et F ne satisfont pas 
ette relation.4 Polyèdres réguliers : les polyèdres platoni
iensNous dirons qu'un polyèdre 
onvexe est régulier si toutes ses fa
es sontdes polygones réguliers identiques et s'assemblent de la même façon en 
haquesommet au sens où les �gurent 
onstituées par les arêtes aboutissant à unsommet sont les mêmes en 
haque sommet. En parti
ulier, les fa
es ont lemême nombre s de sommets et à 
haque sommet du polyèdre aboutit le mêmenombre r d'arêtes. On a bien sûr r ≥ 3 et s ≥ 3.7 Soit P un tel polygone régulier. On 
onserve les notations pré
édemmentintroduites.a) Etablir une relation entre les nombres s, F,A puis entre les nombres
r, S,A.b) En déduire grâ
e à la formule d'Euler que les nombres r et s sontinférieurs ou égaux à 5.
) En déduire quels sont les 
ouples (r, s) a priori possibles et ré
apitulerdans un tableau les valeurs r, s, S,A, F 
orrespondantes, ainsi que la naturegéométrique des fa
es.d) Réaliser 
on
rètement (patrons ou jeu de 
onstru
tion )des polyèdressatisfaisant 
es valeurs ; on les appelle les polyèdres platoni
iens ou solidesplatoni
iens. Ils sont au nombre de 
inq et nommés tétraèdre, hexaèdre (ouplus 
ommunément 
ube), o
taèdre, dodé
aèdre et i
osaèdre.e) Montrer qu'on peut asso
ier de manière assez naturelle 
es polyèdresplatoni
iens deux par deux, le 
inquième étant alors asso
ié ave
 lui-même !Référen
es :M. Audin, Géométrie, Belin.


