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2 Coniques1 Introdu
tion

Fig. 2 � Ty
ho Brahé

Le but de 
e texte est d'expliquer, enrestant le plus possible au niveau d'uneterminale S, 
omment, à partir des troislois régissant les orbites des planètesdu système solaire, que Kepler dé
ouvritgrâ
e à son patient génie et aux innom-brables observations qu'il tenait de Ty-
ho Brahé, Isaa
 Newton put édi�er sa loide la gravitation universelle et, inverse-ment, 
omment partant de 
ette loi dela gravitation universelle de Newton, onpeut retrouver les lois de Kepler. Nous
ommençons par un petit survol sur les
oniques, né
essaire à la 
ompréhensiondu texte.
2 Coniques2.1 Bref aperçu historiqueLes 
oniques apparaissent semble-t-il pour la première fois au IV-ième siè
le av.J.C. dans les travaux de Mene
hme, élève de Platon, relatifs à la dupli
ation du 
ube.Leur nom est dû à l'abréviation de se
tions 
oniques que leur donna Apollonius dePerge, qui é
rivit au III-ième siè
le av J.C. le premier grand ouvrage à leur sujet, enles dé�nissant 
omme des se
tions planes d'un 
�ne à base 
ir
ulaire. Leur dé�nitionpar foyer et dire
tri
e date du III-ième siè
le (Pappus), leur appro
he algébrique sousforme d'équations 
artésiennes est due à R. Des
artes. Les trois types de 
oniquessont la parabole, l'ellipse et l'hyperbole, noms dont les étymologies gre
ques signi-�ent respe
tivement 
omparaison, ex
és et défaut et sont liées à un problème de
onstru
tion de re
tangles d'aires égales à 
elle d'un 
arré (
f. [Gr℄).2.2 Dé�nition par foyer et dire
tri
ePour 
ette partie on pourra 
onsulter par exemple [Gr℄ ou [Sa℄.Soient F un point �xé du plan et D une droite �xée du plan, ne 
ontenant pas
F . Soit d'autre part un réel e > 0 �xé. On appelle 
onique de foyer F , de dire
tri
e
D et d'ex
entri
ité e, l'ensemble des points M du plan véri�ant

MF = eMH



2.3 Équation 
artésienne d'une 
onique 3où H est la proje
tion orthogonale de M sur D (autrement dit, MH n'est autre quela distan
e du point M à la droite D).2.3 Équation 
artésienne d'une 
oniqueSoit C est une 
onique de foyer F , de dire
tri
e D et d'ex
entri
ité e ; notons Kla proje
tion orthogonale de F sur D et d = FK. Considérons le repère orthonormédire
t (F,~i = 1

d

−−→
FK,~j). Dire qu'un point M de 
oordonnées (x, y) dans 
e repère,appartient à la 
onique C, équivaut à dire que

x2 + y2 = e2(d − x)2ou en
ore
(1 − e2)x2 + 2epx + y2 = p2 (1)en posant p = ed, nombre appelé paramètre de la 
onique. A la vue de 
ette équation,il est 
lair qu'il faut distinguer deux 
as selon que e = 1 ou e 6= 1 (
e se
ond 
asétant lui-même s
indé dans les deux sous-
as e < 1 et e > 1).2.3.1 Le 
as e = 1Dans 
e 
as, l'équation (1) s'é
rit x − p

2
= −y2

2p que l'on re
onnaît 
omme étantl'équation d'une parabole, de sommet S le point de 
oordonnées (p
2
, 0) et d'axe Ox ;la dire
tri
e est la droite d'équation x = p.2.3.2 Le 
as e < 1Dans 
e 
as, l'équation (1) s'é
rit, en divisant membre à membre par le réel

1 − e2 > 0 et en 
omplétant le début du développement d'un 
arré,
(

x +
ep

1 − e2

)2

+
y2

1 − e2
=

p2

1 − e2
− e2p2

(1 − e2)2
=

p2

(1 − e2)2
.Faisant alors une translation du repère 
onduisant aux nouvelles 
oordonnées

X = x +
ep

1 − e2
, Y = y,on obtient l'équation

X2

a2
+

Y 2

b2
= 1où a = p

1−e2 et b = a
√

1 − e2. La 
ourbe obtenue est l'image du 
er
le d'équation
X2 + Y 2 = a2 par l'a�nité du plan (X,Y ) 7→ (X, b

aY ) ; on appelle 
ette 
ourbeune ellipse. Les éléments 
ara
téristiques de 
ette 
ourbe sont outre son paramètre
p et son ex
entri
ité e, son demi grand axe a = p

1−e2 et son demi petit axe b =

a
√

1 − e2. Comparant, les expressions de a et b, en fon
tion de e et p, on obtient



4 Coniquesaussi immédiatement la relation b =
√

ap. Dans les nouvelles 
oordonnées, l'origine
O est le 
entre de l'ellipse et le foyer F a pour 
oordonnées ( ep

1−e2 , 0). Notons F ′ lesymétrique de F par rapport à O ; F ′ a pour 
oordonnées (− ep
1−e2 , 0). On peut alorsmontrer (exer
i
e) que

MF + MF ′ = 2a,propriété qui peut être exploitée pour servir d'autre dé�nition (dite alors bifo
ale)de l'ellipse et à une méthode pratique simple pour la tra
er, la méthode dite dujardinier.2.3.3 Le 
as e > 1Dans 
e 
as, l'équation (1) s'é
rit, en divisant membre à membre par le réel
1 − e2 < 0 et en 
omplétant le début du développement d'un 
arré,

(

x − ep

e2 − 1

)2

− y2

e2 − 1
=

p2

1 − e2
− e2p2

(1 − e2)2
=

p2

(1 − e2)2
.Faisant alors une translation du repère 
onduisant aux nouvelles 
oordonnées

X = x − ep

e2 − 1
, Y = y,on obtient l'équation

X2

a2
− Y 2

b2
= 1où a = p

e2−1
et b = a

√
e2 − 1. Cette équation s'é
rit en
ore

(

X

a
− Y

b

)(

X

a
+

Y

b

)

= 1dans laquelle on re
onnaît l'équation d'une hyperbole d'asymptotes les droites d'équa-tion
X

a
− Y

b
= 0,

X

a
+

Y

b
= 0.2.4 Équation polaire d'une 
oniqueTout point du plan, de 
oordonnées (x, y) dans un repère orthonormal, s'é
ritd'une in�nité de façons sous la forme

x = r cos θ, y = r sin θ.Un 
ouple (r, θ) qui véri�e les égalités pré
édentes est appelé un système de 
oor-données polaires du point M de 
oordonnées 
artésiennes (x, y). A noter que si (r, θ)
onvient, alors (−r, θ + π) 
onvient aussi.Si on revient à la dé�nition d'une 
onique par foyer et dire
tri
e, on obtient quele point M de 
oordonnées 
artésiennes (x, y) dans le repère orthonormal 
onsidéré



5véri�e √

x2 + y2 = e|d − x|. On a alors pour (r, θ) 
oordonnées polaires de M ,
|r| = |ed − er cos θ| 
e qui 
onduit à

r =
ed

1 + e cos θou
r =

−ed

1 − e cos θ
i.e. − r =

ed

1 + e cos(θ + π)et don
 quitte à 
hanger (r, θ) en (−r, θ + π), on voit qu'une 
onique a une équationpolaire du type
r =

ed

1 + e cos θ
.3 De Kepler à Newton3.1 Les lois de KeplerKepler énonça, après bien des 
al
uls e�e
tués à partir des observations de Ty
hoBrahé et en parti
ulier de l'observation de la planète Mars, les trois lois suivantes :

Fig. 3 � KeplerPremière loi : Les planètes dé
rivent au-tour du Soleil des ellipses (en parti
ulieront des traje
toires planes) dont le Soleil

o

upe l'un des foyers.Deuxième loi : Les aires balayées par lerayon joignant le Soleil à la planète sontproportionnelles au temps i.e. des airesbalayées pendant des intervalles de tempségaux sont égales.Cela a pour 
onséquen
e en parti
ulierque les planètes vont plus vite lorsqu'ellessont plus près du Soleil (vitesse maximaleau périhélie).Troisième loi : Si T est la période d'uneplanète (
'est-à-dire le temps qu'elle metpour faire le tour du Soleil) et a le demi-grand axe de son orbite alors le rap-port T 2/a3 est le même pour toutes lesplanètes.Cette loi est de nature di�érente desdeux premières puisqu'elle met en rela-tion toutes les planètes ; elle est de natureglobale.



6 De Kepler à Newton3.2 Mouvement à for
e 
entraleUn point P est dit soumis à une for
e 
entrale s'il s'applique sur P une seule for
edont la dire
tion passe à 
haque instant par un point �xe S d'un repère galiléen.Notons dans 
e 
as ~r =
−→
SP , le rayon ve
teur, joignant le point �xe S au pointmobile P . Notons également ~v = d~r

dt la vitesse du point P et ~a = d~v
dt son a

élération.On dé�nit aussi le moment 
inétique du point P par rapport à S 
omme étantle ve
teur

~L := ~r ∧ m~v.Rappelons en�n que la loi fondamentale de la dynamique de Newton pose que
~f = m~aoù ~f représente la somme de toutes les for
es qui s'appliquent sur le point P .Proposition 3.1 Si P est soumis à une for
e 
entrale alors le ve
teur ~L est 
onstantle long du mouvement i.e. d~L

dt = ~0.En e�et, d~L
dt = m(~v ∧ ~v + ~r ∧ ~a) = m~r ∧ ~a. Si don
 P est soumis à une for
e
entrale (de 
entre S), la for
e, don
 l'a

élération, est à tout instant 
olinéaire à ~ret don
 d~L

dt = ~0 i.e. le ve
teur ~L est 
onstant le long du mouvement.Il résulte en parti
ulier de 
ette proposition que le mouvement de P est plan (i.e.que P se dépla
e dans un plan). En e�et, si ~L = ~0, ~r et ~v sont 
olinéaires à 
haqueinstant don
 le mouvement est re
tiligne et si ~L 6= ~0 le mouvement est situé dans leplan orthogonal au ve
teur ~L. Dans la suite, on é
artera le 
as trivial du mouvementre
tiligne où ~L = ~0.Si on 
hoisit alors un repère orthonormal (S,~i,~j,~k) où ~k est orthogonal au plandu mouvement, le ve
teur ~L est alors 
olinéaire à ~k et on voit aisément en é
rivant
x = r cos θ, y = r sin θ et en dérivant, que sa 
omposante suivant ~k est égale à
mr2 dθ

dt = mr2θ̇ où θ est l'angle entre ~i et ~r. On peut se 
onvain
re que la quantité
1

2
r2dθ est l'aire balayée par le rayon ve
teur pendant l'instant dt. On appelle alorsvitesse aréolaire la quantité

A =
1

2
r2 dθ

dt
=

1

2
r2θ̇.Le fait que ~L soit 
onstant le long du mouvement dans le 
as d'un mouvement àfor
e 
entrale implique don
, non seulement que le mouvement est plan, mais en
oreque la vitesse aréolaire est 
onstante.Inversement, si le mouvement de P est plan et que sa vitesse aréolaire est 
on-stante, le ve
teur ~L sera don
 
onstant et don
 ~a sera 
olinéaire à 
haque instant à

~r don
 le mouvement sera 
entral. On peut résumer 
e que nous venons de prouverpar leThéorème 3.2 Le mouvement de P est 
entral si, et seulement s'il est plan devitesse aréolaire 
onstante.



3.3 La 
hute de la Lune ou la loi en 1/r2 73.3 La 
hute de la Lune ou la loi en 1/r2Suivant le prin
ipe d'inertie, si au
une for
e ne s'appliquait sur elle, la Luneou une planète quel
onque, ayant une 
ertaine vitesse à un instant donné, devrait
ontinuer, indé�niment en ligne droite à vitesse 
onstante. S'il n'en est rien, 
'est ques'exer
e sur elle une for
e. Les deux premières lois de Kepler nous indique 
omptetenu du résultat pré
édent que 
ette for
e est 
entrale, et même 
entripète puisqueles traje
toires s'in
urvent vers le foyer attra
teur. On 
onnaît don
 la dire
tion etle sens de 
ette for
e, il manque son intensité. Newton a l'idée géniale de penser que
ette for
e d'attra
tion de la Lune vers la Terre ou d'une planète quel
onque vers leSoleil est rigoureusement de même nature que 
elle qui attire la pomme vers le sol(en fait vers le 
entre de la Terre). Or, depuis Galilée, on 
onnaît bien la loi de la
hute des 
orps sur la Terre. Newton va don
 se servir de 
es résultats et des lois deKepler pour 
al
uler 
omment la Lune tombe sur la Terre !Soit P la position de la planète sur son orbite elliptique à un instant initial t = 0et Q sa position à un instant très voisin t. En l'absen
e de for
e attra
tive la planèteaurait dû �ler tout droit le long de la tangente à l'ellipse en P ; par suite de 
etteattra
tion elle a quitté 
ette tangente et est �tombée� sur le foyer S. Sa hauteurde 
hute est mesurée par la distan
e PR où R est l'interse
tion de la parallèle àla tangente en P ave
 le rayon (SP ). D'après les lois de Galilée sur la 
hute des
orps, 
ette hauteur est d'autre part donnée par la formule PR = 1

2
gt2 où g estl'a

élération de la pesanteur 
ommuniquée à P par S et qu'il s'agit pré
isément dedéterminer. Maintenant, la deuxième loi de Kepler nous dit que la vitesse aréolaireest 
onstante. Or, l'aire balayée par le rayon −→

SP pendant toute la révolution est πab(aire de l'ellipse de demi-grand axe a et de demi-petit axe b) et l'aire balayée pendantle 
ourt instant t est approximativement 
elle du triangle PSQ, soit SP×QH
2

où Hest le pied de la hauteur issue de Q don
,
πabT ≃ SP × QH

2t
,l'égalité n'ayant lieu en fait que pour le 
as où t tend vers 0. On en déduit que

t2 ≃ SP 2 × QH2

4π2a2b2
T 2qui nous donne don


PR ≃ SP 2 × QH2

8π2a2b2
gT 2.Maintenant, la troisième loi de Kepler nous dit que T 2 = ca3 où c est une 
onstantedon


PR

QH2
≃ kSP 2 a

b2
goù k est une 
onstante. Or,Lemme 3.3 Lorsque le point Q tend vers le point P (
'est-à-dire t tend vers 0), lerapport PR

QH2 tend vers a
2b2

.



8 De Newton à Kepler, le problème des deux 
orpsIl en résulte don
 en passant à la limite que a
b2

= kSP 2 a
b2

g i.e. en posant k′ = 1/k,
g =

k′

SP 2
e qui montre que l'a

élération 
her
hée, et don
 la for
e qui en est responsable,varie inversement proportionnellement au 
arré de la distan
e.Si 
ela l'amuse, le le
teur pourra essayer de prouver le lemme géométrique 
i-dessus. Dans le 
as où l'on suppose l'orbite 
ir
ulaire, 
e qui n'est pas très loin dela réalité, 
e 
al
ul de limite est très simple. En e�et, dans 
e 
as le point S estau 
entre du 
er
le et les points R et H 
oïn
ident 
ar la tangente à un 
er
le estperpendi
ulaire au rayon. D'autre part, si on note par P ′ le point diamétralementopposé du point P , on sait par un théorème 
onnu sous le nom de théorème de Thalès(pas 
elui sur les rapports de longueurs) que le triangle PQP ′ est re
tangle en Q.Par un 
orollaire du théorème de Pythagore, on a alors QH2 = PR(2a − PR) où
a est le rayon du 
er
le, et don
 
lairement PR

QH2 = 1

2a−PR tend vers 1

2a = a
2b2

(i
i
a = b) quand Q tend vers P .4 De Newton à Kepler, le problème des deux 
orps4.1 Le problème simpli�éLa loi de l'attra
tion universelle 
'est dire que �tout le monde attire tout le mon-de�, radialement, proportionnellement aux masses et inversement proportionnelle-ment au 
arré de la distan
e, don
 dans le 
as du Soleil et d'une planète, de la Terreet de la Lune, de la Terre et d'un satellite arti�
iel, le gros objet attire le petit maisle petit attire aussi le gros ! Pour simpli�er nous allons faire 
omme si le gros objet,étant tellement plus lourd que le petit ne subissait pas 
ette petite attra
tion pertur-batri
e don
 n'était pas a

éléré. Cela nous permet de 
onsidérer que le gros objet,soit S, est un point, origine d'un référentiel galiléen et que le petit P est soumis àune for
e 
entripète (
entrale et attra
tive) du type, ~f = −k ~r

r3 où ~r désigne le rayonve
teur −→
SP et r sa norme eu
lidienne et don
 a, d'après la loi fondamentale de ladynamique de Newton, une a

élération ~a = − k

m
~r
r3 .Comme 
ela a déjà été étudié auparavant, puisque la for
e est 
entrale, le ve
teur

~L est 
onstant le long du mouvement et don
 la traje
toire est plane, située dans leplan orthogonal au ve
teur ~L. Posons
H =

1

2
f =

1

2
mv2 − k

rappelée énergie mé
anique du point P .Proposition 4.1 H est une quantité 
onservée le long du mouvement i.e. dH
dt = 0.Il en est don
 aussi ainsi de f appelée 
onstante des for
es vives.En e�et, Ḣ = dH

dt = mvv̇+k ṙ
r2 . Tout 
onsiste don
 à savoir 
al
uler des quantitéstelles que ṙ ou v̇. De manière générale, on a le résultat suivant :



4.1 Le problème simpli�é 9Lemme 4.2 Si ~u est un ve
teur et u sa norme eu
lidienne u :=
√

~u.~u, alors u̇ =
~u. d~u

dt

u .Ainsi,
Ḣ =

dH

dt
= mv

~v.~a

v
+ k

~r.~v

r3qui est nul 
ompte tenu de l'expression de ~a.Posons maintenant
~E := ~L ∧ ~v + k

~r

rappelé ve
teur de Lapla
e.Proposition 4.3 Le ve
teur de Lapla
e ~E est 
onstant le long du mouvement (i.e.
d~E
dt = ~0) et orthogonal à ~L.En e�et,

d~E

dt
=

d~L

dt
∧ ~v + ~L ∧ ~a + k

~v

r
− k

ṙ~r

r2
= ~L ∧ ~a + k

~v

r
− k

ṙ~r

r2puisque ~L est 
onstant le long du mouvement. On a don
 par la formule du doubleproduit ve
toriel
d~E

dt
= k

(

1

r3
((~r.~v)~r − r2~v)) +

~v

r
− (~r.~v)~r

r3

)

= ~0.En�n, ~E est 
lairement orthogonal à ~L 
ar ~L∧ ~v est orthogonal à ~L et ~L = ~r ∧ ~v estorthogonal à ~r.Ainsi, le ve
teur ~E est un ve
teur �xe situé dans le plan du mouvement. Notons
φ l'angle entre ~E et le rayon ve
teur ~r ; alors ~E.~r = Er cos φ. D'autre part, pardé�nition du ve
teur ~E, on a

~E = ~L ∧ ~v + k
~r

r
= m~v ∧ (~v ∧ ~r) + k

~r

rd'où par la formule du double produit ve
toriel
~E = m(~v.~r)~v − mv2~r + k

~r

r
e qui donne
~E.~r = m(~v.~r)2 − mr2v2 + kr = −L2

m
+ kr.On déduit de 
ela que

r =
L2

mk

1 − E
k cos φqui est une équation polaire de la 
onique de grand axe dirigé par ~E, d'ex
entri
ité

e = E
k et de paramètre p = L2

mk (ave
 les notations de 2.4, on a i
i θ = φ + π).Le type de la 
onique est donné en 
omparant e par rapport à 1. Pour 
elaremarquons que



10 De Newton à Kepler, le problème des deux 
orpsProposition 4.4 E2 = k2 + f L2

mEn e�et, par dé�nition de ~E et 
ompte tenu de la formule du double produitve
toriel, on a
~E = m(~v.~r)~v +

(

k

r
− mv2

)

~rdon

E2 = m2(~v.~r)2v2 +

(

k

r
− mv2

)2

r2 + 2m

(

k

r
− mv2

)

(~v.~r)2
e qui donne en développant, simpli�ant, regroupant les termes et se souvenant que
f = mv2 − 2k

r ,
E2 = k2 + mf

(

v2r2 − (~c.~r)2
)
'est-à-dire la formule annon
ée en utilisant que ~L = m~r∧~v et que pour des ve
teurs

~u, ~v quel
onques on a
‖~u ∧ ~v‖2 + (~u.~v)2 = ‖~u‖2‖~v‖2.Il résulte de 
ette proposition que l'ex
entri
ité e = E

k de la 
onique véri�e
e2 = 1 +

fL2

mk2et don
 que :i) si f < 0, la traje
toire relative de P par rapport à S est une ellipse,ii) si f = 0, la traje
toire relative de P par rapport à S est une parabole,iii) si f < 0, la traje
toire relative de P par rapport à S est une hyperbole (enfait une bran
he d'hyperbole).Plaçons nous dans le 
as d'une orbite elliptique (
as d'une planète par exemple). Ilreste à retrouver la troisième loi de Kepler ; puisque la vitesse aréolaire est 
onstante,
ette vitesse est égale à 
haque instant, si T est la période de révolution de la planète
P , à A = L

2m = πab
T . Or on a vu que pour une ellipse, b =

√
ap d'où i
i

A =
L

2m
=

πa3/2√p

T
=

πa3/2L√
mkT
e qui donne en simpli�ant

T = 2π

√

m

k
a3/2.Or k = GmM don
 
ette formule montre bien que le rapport T 2

a3 est 
onstant et égalà 4π2

GM .



4.2 Le problème 
omplet 114.2 Le problème 
ompletOn s'intéresse maintenant à un système de deux 
orps supposés pon
tuels S et P(dans l'optique essentiellement Soleil-Planète), de masses respe
tives M et m, s'atti-rant mutuellement selon une for
e 
entripète (
entrale et attra
tive), proportionnelleaux masses et inversement proportionnelle au 
arré de la distan
e entre les deux
orps don
 du type
~f = ±GmM

~r

r3
.Pré
isons que si ~r désigne une fois de plus le rayon ve
teur −→SP , alors S exer
e sur Pla for
e ~f = −GmM ~r

r3 , tandis que P exer
e sur S la for
e opposée ~f = GmM ~r
r3 .On se propose dé
rire le mouvement de P relativement à un repère lié à S, 
'est àdire de dé
rire 
omment varie le rayon ve
teur ~r. Considérons un référentiel galiléenet O l'origine d'un repère orthonormal lié à 
e référentiel. D'après la loi fondamentalede la dynamique appliqué au 
orps P qui subit la for
e extérieure exer
ée par S, ona

m~a~f = −GmM
~r

r3mais la di�éren
e ave
 le paragraphe pré
édent est qu'on ne peut pas rempla
erl'a

élération ~a dans 
ette formule par d~v
dt où ~v = d~r

dt , 
'est à dire par la dérivéese
onde de ~r, 
ar l'a

élération de P dans le référentiel galiléen 
onsidéré est donnépar d2
−−→
OP
dt2

qui ne 
oïn
ide pas ave
 d2~r
dt2


ar par la relation de Chasles
~r =

−→
SP =

−→
SO +

−−→
OP =

−−→
OP −−→

OSet don

d2~r

dt2
=

d2−−→OP

dt2
− d2−→OS

dt2le dernier terme n'étant pas nul puisque le 
orps S subit lui aussi une a

élération parrapport au référentiel galiléen 
onsidéré, 
elle que lui 
ommunique la for
e exer
éepar P sur S ! Ainsi, on a en fait
m

d2−−→OP

dt2
= −GmM

~r

r3
, et M

d2−→OS

dt2
= GmM

~r

r3d'où par di�éren
e
d2~r

dt2
= −GM

~r

r3
− Gm

~r

r3
= G(M + m)

~r

r3ou en
ore
µ

d2~r

dt2
= ~f = −GmM

~r

r3en posant
µ =

mM

m + M
.



12 De Newton à Kepler, le problème des deux 
orpsAutrement dit, la relation fondamentale de la dynamique s'é
rit en fait 
omme dansle 
as simpli�ée ou nous supposions qu'il n'y avait pas d'in�uen
e de P sur S, enremplaçant seulement m~a par µ~a.Ainsi, 
e qui pré
ède s'applique et montre que la traje
toire de P relativement à
S est une 
onique d'ex
entri
ité et de paramètre donnés par les formules

p =
L2

µk
, e =

E

k
.Le type de la 
onique est d'après l'étude du problème simpli�é, donné par le signede la 
onstante des for
es vives f , qui vaut i
i

f = µv2 − 2k

r
.Puisque k = GmM et µ = mM

m+M , le type de la 
onique est don
 donné par le signede la quantité
v2 − 2G(M + m)

r
.En parti
ulier, on a aussi dans le 
as d'une traje
toire elliptique,

T 2

a3
= 4π2 µ

k
=

4π2

G(M + m)rapport du 
arré de la période au 
ube du demi-grand axe qui dépend don
 de lamasse de la planète P et don
 n'est pas le même pour toutes les planètes. Ce
i montreque la troisième loi de Kepler n'est qu'approximative, approximation tout de mêmeex
ellente 
ompte tenu du fait que la masse m est très petite relativement à la masse
M dans le 
as des planètes du système solaire.4.3 Appli
ationCe qui détermine le genre de la 
onique est, 
omme nous l'avons vu, le signe dela 
onstante des for
es vives

f = µv2 − 2k

r
.Ce signe est aussi, 
ompte tenu des valeurs de k = GmM et de µ = mM

m+M , 
elui de
v2 − 2G(M + m)

r
.Si r0 est la distan
e entre S et P à un instant donné et v0 la vitesse de P relative-ment à S à 
et instant là, la valeur 
ritique de v0 à partir de laquelle la traje
toires'é
happera à l'in�ni est don
 
elle qui 
orrespond au 
as parabolique où on a

v2
0 =

2G(M + m)

r0

.



4.3 Appli
ation 13Cette valeur est appelée vitesse de libération. Par exemple, à la surfa
e de la Terre,l'a

élération de la pesanteur est
g =

GM

R2
0où R0 est le rayon terrestre et M la masse de la Terre. Supposons qu'on lan
e unproje
tile depuis un tel point de la surfa
e terrestre, si on le lan
e verti
alement,
omme nous l'avons déjà dit, son mouvement sera re
tiligne et il retombera t�t outard au même endroit ! Si on le lan
e selon une autre dire
tion, sa vitesse de libérationsera donnée par

vlib =
√

2gR0en négligeant la masse de l'objet par rapport à 
elui de la Terre. On a environ
R0 = 6400km et g = 9.8km/s2 d'où vlib = 11, 2km/s.Bibliographie[Fe℄ R.P. Feynman, Mé
anique 1, InterEditions.[Gi℄ H. Gié, Dynamique, Editions J.B. Baillière.[Gr℄ A. Gramain, Géométrie élémentaire, Hermann.[Ig℄ P. Iglesias, Symétries et moment, Hermann.[Ko℄ A. Koestler, Les Somnanbules, Calmann-Lévy.[Ne℄ I. Newton, Prin
ipes mathématiques de la philosophie naturelle, Librairie Albert Blan-
hard.[Sa℄ P. Sauser et al, Mathématiques 
ours et exer
i
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